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ABSTRACT 
Let (M, w, H) be an hamiltonian system endowed with a finite dimensional space A of first in- 
tegrals. The center of A for the Poisson bracket defines an infinitesimal hamiltonian action of OWk on 
M. If 0 is a compact orbit of this action, we give a necessary and sufficient condition (involving the 
principal parts of functions in A at a point of 0) for the system to admit a normal form of ‘toric 
type’ in a neighbourhood of 0. This result, conjectured in [7], generalizes the theorems of Arnol’d- 
Liouville [I], Eliasson [4], Nekhoroshev [8] and its version with singularities [2]. The key of the proof 
is a criterium of ‘compactifrcation’ for Rk-actions which extends a result of J.-P. Dufour and 
P. Molino [3]. 
Je remercie Pierre Molino et Jean-Paul Dufour pour leur aide prtcieuse. 
Toutes les structures considerees sont, sauf mention expresse du contraire, 
de classe C”. 
I. INTRODUCTION 
Le but de notre travail est de trouver une forme normale (semi-locale) pour 
certains systemes hamiltoniens munis d’inttgrales premieres. On considere un 
systime hamiltonien (A4 zn, w, H, A) muni dun espace vectoriel A d’intlgrales 
premieres de dimension finie. Le centre Z(A) de A pour le crochet de Poisson 
engendre une algebre de Lie abelienne X de dimension k de champs de vecteurs 
sur M, que l’on verra comme action infinitisimale de lRk sur M. Si O,, est une 
orbite compacte de cette action, on cherche une condition nicessaire et sufft- 
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Sante pour qu’il existe un voisinage ouvert U de x0 dans M sature d’orbites de X 
et une action hamiltonienne effective du tore Tk sur 24, commutant avec X et 
ayant les mCmes orbites (on dira que l’action X est compactzjiable au voisinage 
de l’orbite O,,). Rappelons quelques resultats classiques autour de cette ques- 
tion: 
Le theoreme classique d’Arnol’d-Liouville [l] affirme que si un systeme ha- 
miltonien completement integrable (Mzn, w, H,ft , . . . ,fn) possede, en un point 
x0 de M, une orbite compacte 0,, sow I’action infinittsimale de l’algebre X 
engendree par les champs hamiltoniens T$-, , . . , Xfn et si les differentielles 
dft , . , dfn sont lintairement independantes en x0, alors il existe un voisinage 
ouvert U de x0 dans M sature d’orbites de X et une action hamiltonienne libre 
du tore T” sur U commutant avec X et ayant les mimes orbites. De plus, il 
existe sur U des coordonnees action-angle (0, q) = (f?‘, . . . , O”, q’, . . . , q”) dans 
lesquelles les orbites de X sont les tores lagrangiens IT” x {q}, la 2-forme w 
s’ecrivant w = XI=, d6’ A dq’ et les fonctions H, fi, . f ne dependant que ", n 
des variables q’, . . , q”. 
Ce resultat admet une version a parametres prouvee par Nekhoroshev [8]: si 
un systeme hamiltonien (Ml,,, w, H) est muni de (2n - k) integrales premieres 
_fi,... f , krgl,. .‘> g2(* _ k) de differentielles lineairement independantes en un 
point x0 de M avec {h,fi} = {A,ge} = 0 et s’il admet en x0 une orbite com- 
pacte 6,, sous l’action infinitesimale de l’algebre abelienne X engendrte par les 
champs hamiltoniens Xh, . . . , A’&, alors il existe un voisinage ouvert U de x0 
dans M sature d’orbites de X et une action hamiltonienne libre du tore Uk sur U 
commutant avec X et ayant les memes orbites. De plus, il existe sur U des co- 
ordonnees (B,q,x,y)=(@ )...) ek,ql,,.., qk,x’,..., x”-k,yl,..., y”-k) 
dans lequelles les orbites de X sont les tores isotropes Uk x {(q,x, y)}, la 2- 
forme w s’ecrivant w = Cf=, de’ ~dq’ + CzIf dx” A dy”, les fonctions H, 
fi , . ,fk ne dependant que des variables q, x et y. 
On peut reformuler ces resultats en disant que si (Mzn, w, H, A) est un sys- 
t&me hamiltonien possedant une orbite compacte c?,, de dimension k sous 
l’action de X et si rangdd(xs) = dim{df (x0), f E d} = 2n - k, alors l’action 
de X est compactifiable au voisinage de l’orbite c3,,. 
Cependant, ce type de resultat reste limite au cas oi l’action consider&e de 
Rk est reguliere: si l’on appelle espace transverse en x0 l’espace Nxr = 
nrcA kerdf,,/T,, 0,, (c’est l’espace vectoriel symplectique obtenu a partir de 
T,, M par le pro&de de reduction de Marsden-Weinstein [6]), ceci se traduit 
simplement par IV_ r = (0). Un objectif nature1 est alors l’etude des systemes 
hamiltoniens (M, w, H, -4) au voisinage d’une orbite compacte Cventuellement 
degtneree, oti l’espace transverse est non necessairement trivial. Le theoreme 
de H. Eliasson [4] (voir egalement J.-P. Dufour et P. Molino [2,3]) aborde cette 
etude. La condition qu’il introduit peut s’exprimer de la facon suivante: les 
elements de l’isotropie de X en x0 operent de man&e naturelle sur l’espace 
transverse. Si l’on impose que le couple (X, d) est transversalement elliptique en 
x0 i.e. si les elements de l’isotropie engendrent un tore maximal G,, dans 
GL(N$), alors l’action de X est compactifiable au voisinage de O,,. De plus, 
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sur ce voisinage, il existe un systeme de coordonntes ‘action-angle avec singu- 
larites’ 
ce,4, % u7 x7 Y) 
= (f3’)“‘) fY,q’,..., qr,u’,?I’ )...) u~-r,?Jk-r,X’,y’ )‘.., Xn-k,yn-k) 
tel que w = Cl=, dOi A dq’ + CT:,’ duj A dvj + Et:‘; dx” A dy”, les fonc- 
tions de dne d&pendant que de q’, . . , q’, (~4’)~ + (wI)~, . . . , (u~-~)~ + (w~-‘)~, 
x et y (pour k = r, on retrouve le theoreme de Nekhoroshev). 
Mais la encore, cette hypothbse ne recouvre pas toutes les situations comme 
le prouve l’exemple suivant: considerons le systeme hamiltonien (R4 z c2, 
C:=, dxi A dyi, 1~1 12, A = R( Jzi 12, 12212, %z(.z: Q), %z(z: 22))). Un vecteur de 
base de l’algebre Xde dimension 1 est le champ lineaire (xi d/ayi - yi a/axi) + 
2(x2 a/8y2 - y2 a/ax,). 11 admet le point x0 = 0 comme orbite ponctuelle et 
l’espace transverse en x0 coi’ncide avec lR4. L’action X est Cvidemment com- 
pactifiable au voisinage de l’origine mais nest pas transversalement elliptique 
car G,, = ( $ $, ) N s ’ nest pas un tore maximal dans GL(4, R). 
Ainsi, les theoremes connus apparaissent comme partiels et demandent a 
etre completes de man&e a englober toutes les formes normales d’actions 
hamiltoniennes de tores. Partons de l’observation suivante: soit cp une action 
effective hamiltonienne du tore Tk sur une variete symplectique (M, w) et A un 
espace vectoriel d’inttgrales premieres de cette action. Comme precedemment, 
les elements de l’isotropie de cp en x0 engendrent un sous-groupe abelien G,, de 
GL(NXz). D’autre part, si f est une fonction nulle et singuliere en x0 apparte- 
nant a l’algebre de fonctions d engendree fonctionnellement par A et les cons- 
tantes, sa partie principale en x0 induit un polynbme homogenefGXo sur N.z; on 
notera @’ l’ensemble des polynomes ainsi obtenus. 11 est clair que 
(i) G,, est un sous-groupe compact de dimension (dim X - dim c3,,). 
D’autre part, on peut choisir l’espace A de dimension finie afin que 
(ii) & engendre fonctionnellement les fonctions de NXz vers R, invariantes 
par I’action naturelle de G,. sur N.:. 
Ceci resulte immediatement du theoreme de ‘slice’ de Koszul [5] qui permet 
de se ramener au cas dune action lineaire, et du theoreme de Schwarz [9]. Si 
(Zt4zn, w, H, A) est un systeme hamiltonien posstdant une orbite compacte c?,,, 
ces observations justifient la definition suivante: 
Dkfinition. On dira que (X, d) est transversalement torique en x0 si les condi- 
tions (i) et (ii) ci-dessus sont realisees. 
Cette condition a un double inter&t, celui d’une part, de gentraliser la con- 
dition d’ellipticite transverse et d’autre part d’etre verifite par toute action ef- 
fective hamiltonienne de tore comme nous venons de le voir. Et le resultat 
principal de cet article, qui avait Cte conjecture par P. Molino [7], est le suivant: 
ThCorkme 1. Soit (Mzn, w, H, A) un systdme hamiltonien posstdant une orbite 
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compacte O,,. Si (X, d) est transversalement torique en x0, alors lbction X est 
compactt$able dans un voisinage de lbrbite O,, De plus, sur ce voisinage, A en- 
gendrefonctionnellement les fonctions invariantes par cette action de tore. 
Le point crucial du resultat ci-dessus est le theoreme suivant: 
ThCorZme 2. Soit (X, d) un couple form4 dune algebre de Lie abklienne de di- 
mension n de champs de vecteurs sur la variete M et dun espace vectoriel 
d’integralespremitres de dimensionfinie de cette algebre du Lie. On considere un 
point x0 de M tel que lbrbite de x0 par X est compacte et tel que (X, d) soit 
transversalement torique en x0. Alors, il existe un voisinage ouvert U de x0 sature 
dbrbites de X et une action d@erentiable efiective du tore 8” sur U ayant les me- 
mes orbites que X et laissant invariants tous les champs de vecteurs appartenant a 
X. Deplus, sur cet ouvert, A engendre fonctionnellement les fonctions invariantes 
par cette action de tore. 
La demonstration repose sur une recurrence sur la dimension de l’espace 
transverse (voir ci-dessus) et un pro&de d’eclatement de la strate singuliere de 
l’action. 
II. DEMONSTRATION DU THEOREME 2 
1. Intbgration des champs de X et lemme prkparatoire 
On commence par travailler dans de ‘bonnes coordonntes’ pour le systeme 
(X, d) consider+: 
Lemme 1. Si dim 0,, = r et si rangdd(xs) = r’, alors il existe un voisinage 
ouvert U.x0 de x0 dans M muni de coordonnees locales (v,p, u) = 
(v’,.. 4’,u’ , . , p”, ul,. . , us) cent&es en x0 telles que 
(i) X possede une base ( VI, . . . , V,, WI, . . , W, _ r) qui s ‘&rit en coordonntes 
locales v, = a/auk pour k= I,...,r et w = c;=, wQ, u)a/avk + 
C;I=, Wp(pL)24)a/at.4~p0t4r i = 1,. . ,n - ro3 @(x0) = 0. 
(ii) dpossede une base (gl, . . . ,grf,fi, . . . ,fp_r’) aveCgk’(v,p,U) = pk’pOur 
k’= l,.. .,r’etdfi(xo) =Opourj= l,..., p-r’. 
(iii) Quitte a changer de coordonnees sur lbuvert U,, , il existe unefonction h de 
A qui s’&rit en coordonnies locales sur U,,: h(v, ,u, u) = ll~[/~. 
(iv) On peut restreindre U,, de maniere a ce que la partie S de U,, dgquation 
h = 0, qui est une reunion dbrbites, soit une sous-variete plongee de U,, . 
(v) Au voisinage de toutpoint de U,, , il existe des coordonntes locales (v, p, u) 
dans lesquelles h s’&crit )(u/12. 
(vi) Les champs appartenant C? X soient complets (i/s induisent done une action 
cp de R” sur U,,). Deplus, en restriction a S, les orbites de X sont compactes et ont 
m&me dimension r. 
Preuve. La compacite de Gx, nous permet d’affirmer l’existence dune forme 
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quadratique definie positive q sur N$ invariante par l’action de G,, sur Nz 
(on peut supposer que q = lj~[[~). 11 existe done une fonction h de d dont q 
est la partie principale transverse en x0. Le lemme de Morse a parametres 
nous permet ensuite de mettre h sous la forme voulue. D’autre part, 
l’application (gi, . . , ,g+) : S --+ R” est une submersion en x0 admettant 0,,, 
comme fibre compacte au-dessus de x0. Cette fibration est done triviale, d’ou le 
point (vi). Enfin, comme les orbites de X sont tracees sur les tubes compacts 
d’equation h + CL’, =, (gkt I2 = constante, les champs de X sont necessairement 
complets. q 
On remplace dans la suite M par U,,. 
On aura besoin, pour adapter la methode d’klatement utilisee dans [3] a 
notre situation, du lemme technique suivant: 
Lemme 2. Si f est une fonction de d nulle et sing&&e en x0 dont la partie prin- 
cipale transverse en x0 est un polyn8me homogPne P de degrP d en u, alors on peut 
construire li partir de f une nouvellefonction f de d dont lgcriture sur lbuvert ZA,, 
est 
f(u7 III u) = P(u) + rd(C1)(u) + II4 d4PT u) 
oti -yd(p) est un polyn6me homogtne de degrk d en u, d&pendant du paramitre p, 
nulpour p = 0 avec lim,,o E(P, u) = 0. 
Preuve. Introduisons quelques notations: le long de la partie n de A4 d’equation 
h = w = 0, on d&nit de man&e analogue les ensembles N,r, G, et d?. Pour 
tout entier k 2 2, on notera aussi d;(k) l’espace vectoriel constitue par les 
polynomes de dp qui sont homogenes de degre k (c’est un espace vectoriel de 
dimension finie, notee lk, qui contient tous les polynomes homogenes de degre 
k invariant par G,). D’apres l’hypothese, f s’ecrit nicessairement f (u, p, u) = 
row + Y’b)(U) +“.+rd-YLJ)(u) + [P(u) + rdbwl + I141d4PG4 oh 
rP(p) est, pour C = 0, . . . , d, un polynome homogene de degre f? en u, dependant 
du parametre p, nul pour p = 0 avec lim U+~ E(P, u) = 0. L’idee consiste a re- 
trancher a f des fonctions de d qui ‘effacent’ successivement y”, y ’ , . . . , yd- ’ 
sans alterer la partie principale P. Effacer 70 est facile puisqu’il suffit de re- 
trancher a f la fonction y”(gi , . . . , g,!) de d. De plus, y ’ est necessairement ul 
(sinon il existerait une suite (~~(0, CL,,, 0)), de points de cr convergente vers 0 
telle que y ’ (pn) soit une forme lineaire non nulle G,.-invariante sur NXl. Par 
passage a la limite et par continuite, on aurait alors l’existence d’une forme li- 
niaire non nulle sur A$: qui soit G,,-invariante. Celle-ci serait alors dans 
l’espace engendre par A? q ui ne contient que des polynomes homogenes de 
degre 2 2, ce qui est absurde). 
Le lemme 2 sera demontre si l’on montre que la propriete suivante est vraie 
pour tout k = 2,. . . , d: 
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(pk) I 
a I1 eXiSte rk fOnCtiOns hl , . . . , h,, de d nulles et sing&&es le long de 
u et telles quepour tout x E a, (hi;, . . , h,!kX,) soit une base de d?(k). 
a Pour toute fonction g de A nulle et singulikre en x0 02 gp = Q est 
un polyn6me homogkne de degrP d, on sait eflacer les termes poly- 
n6miaux jusqu’d l’ordre k - 1 (inclus) sans perturber Q. 
En effet, le lemme 2 resultera de l’application successive des proprietes (PJ), 
(PJ), . . . (Pd) ii la fonction f. 
Montrons la propriete (Pk) par recurrence sur k. Commencons par Vkdier ^ 
(Pz): il nous suffit de verifier qu’il existe r2 fonctions hl, . . . , h,., de A nulles et 
singulieres le long de (T et telles que pour tout x E (T, (hi;, . . . , h:fT) soit une 
base de A?(2) (la seconde partie de l’enonci: (P2) etant trivialement vCrifiCe). 
Pour cela, considerons une base (PI, . ., , Pr,) de A?(2). 11 existe alors par de- 
finition des fonctions hl, . . , h,, de A nulles et singulieres en x0 telles que 
h:p = Pi. On peut supposer que l’ecriture de hi est de la forme hi(v, p, u) = 
[Pi(U) + S2(P)(U)] + (IUl12&i(cL,U). s ur cette Ccriture, on voit que hi est nulle et 
singuliere le long de CT et que 
Par continuite, la famille (h;y”“‘), . . , h::?‘““)) est encore, pour p assez voi- 
sin de 0, une famille libre de A?(2). Prouvons que pour tout x, c’est une famille 
libre maximale (i.e. une base) de A;(2). Si tel nest pas le cas, il existe alors une 
suite (~~(0, p,,, 0)), de points de CT convergente vers 0 et une suite (en), de po- 
lynomes homogenes de degre 2 en u avec Qn E d?(2) et de telle sorte que la 
famille F,, = (Qn, h(F, . . . , h:$) soit libre dans A? (2). Quitte a choisir un 
produit scalaire sur l’espace 7-L des polynomes homoglnes de degrC 2 et a utili- 
ser le pro&de d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on peut supposer que 
la suite (F,,), est contenue dans la variCtC de Stiefel (compacte) des familles li- 
bres orthonormales de 7-L Quitte a extraire une sous-suite convergente, on peut 
supposer que (.Tn), converge vers une famille libre orthonormale F qui est ne- 
cessairement de la forme .F = (Q, hip, . . , h::$). Comme Qn est G,,-invariant, 
il s’ensuit par continuite que le polyn6me Q est G,,-invariant. Done, Q E 
A?(2). Mais ceci est absurde car dimdp(2) = r2. D’ou (P2). 
Supposons que (Pk- 1) est verifie et considtrons une fonction g de A nulle et 
singuliere en x0 ou g; = Q est un polynome homogene de degre d. 
L’hypothbe de recurrence (Pk _ i) nous permet de supposer que g(v, p, u) = 
Pk-‘(~)(4 +. . + Pd-‘b)(~) + [Q(u) + Pd(~)(u)l + I141d4~7~). Fixons 
x(O,p,O) dans g. Si pk-‘(,u) # 0, alors g? = pk-‘(~) E AF(k--!) et 
l’hypothese (?k _ i) nous assure l’existence de fonctions hl , . . , h,,_ 1 de A et de 
reels ((Yi(p))i<i<rk_, tels que /3k-‘(p) = Cy:,l Qi(p)h:F. Dans le cas oti 
pk- '(p) = 0, on pose ai = 0, ce qui fait cette dernibre formule est vraie 
pour tout x E o. L’hypothese (Pk- 1) encore nous permet de supposer que 
hi =h:jZ + S:(p)(U)+ . . . 
done 
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p’(p) = z; (Yi(P)[hi - Q(P)(4 -. . .I, 
done 
Comme oi(O) = 0, la fonction Cyzl oi(gl,. . . ,grf)hi est une fonction de 2 
nulle pour p = 0 qui, retranchee a g, efface le terme polynomial d’ordre k - 1 et 
preserve la partie principale de g. La seconde partie de l’assertion (‘Pk) est ainsi 
dimontrte. 
D’autre part, si (PI,. . . , P,,) est une base de Ap (k), il existe des fonctions 
hl, . . , h,, de d nulles et singulieres en x0 telles que h$ = Pi. Appliquant la 
seconde partie de l’enonce (Pk) que nous venons de dimontrer, on peut effacer 
tous les termes jusqu’a l’ordre k - 1 inclus i.e. mettre h; sous la forme 
La encore, on a /z&(~““‘~) 
‘x(0> P> 0) . . ) h;;p’“‘O)) 
= Pi + SF(p) et par continuite, la famille 
(h,, est encore, pour p assez voisin de 0, une famille libre 
de dF(kj: Comme prtcedemment, un raisonnement par l’absurde suffit a 
prouver que pour tout x, c’est une famille libre maximale (i.e. une base) de 
d?(k). D’ou (Pk), d’oti le lemme 2. q 
2. L’action cp’, l’isotropie transverse et l’hypothizse de rkurrence 
L’ensembleN& = U, E o N,‘est un fibre vectoriel sur O,, de fibre-type R”, et 
de fib& de rep&es B(NsXO).a’action cp se releve de facon naturelle en une action 
ipB : R” x B(NLxo) --+ B(IV~~J, par laquelle R” agit comme groupe d’automor- 
phismes de ce fibre de rep&es. Le jet d’ordre 2 de h determine en tout point x de 
c),,, une forme bilintaire symetrique definie positive sur NXT, ce qui munit N& 
d’une structure de fibre vectoriel euclidien. Cette structure est invariante par 
l’action de R”. Si done O(NLXO) est le fibre des rep&es orthonormes corres- 
pondant, l’action (Pi lake invariant ce sous-fibre principal de B(NLX,). L’iso- 
tropie I,,, de cp en x0 se releve en un tore dans le groupe orthogonal de NX:. 11 en 
rtsulte que les orbites de cpB sont des tores de dimension n C.-a-d. que l’isotropie 
de ‘pB en un point de O(N,TJ sera un reseau TX, de R”, contenu dans ZXO. On 
dira que TX,, est I’isotropie transverse de l’action cp en x0. 
Proposition 1. Si l’assertion suivante est vraie: 
I 
il existe un voisinage ouvert V de x0 dans h4 etpour tout TO E Z&, une 
( w unique application diffgrentiable r : V -+ R”verifiant: 
(9 7(x0) = 70; 
(ii) pour tout x E V, T(X) appartient & I’isotropie Z, de cp en x, 
alors le thtortme 2 est vrai. 
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Preuve. Si (H) est vraie, on choisit une base (T;, . . . , ~0”) du reseau TXO, et on 
prolonge pour tout i I’eltment 7: en une application differentiable 7i : V --+ R” A 
valeurs dans I’isotropie de cp. On restreint V pour que les T-~ restent lineairement 
independants, puis on le sature d’orbites (on sait que l’isotropie est constante 
sur chaque orbite). Finalement, on obtient I’action Iii : 8” x V -+ V cherchee en 
posant: !P(tr , ..,t,;x)=cp(t~TyX)+-+t,T”(X);X). q 
La demonstration du theorime se fera par recurrence sur la dimension de 
l’espace transverse NXr. Mais plutot que de supposer le theoreme vrai d&s que 
dim NXc < s, nous supposerons l’hypothese (H) vraie des que dim NXz < s et 
nous allons montrer que (H) est vraie pour dim NXi = s, ce qui entrainera le 
theoreme par la proposition 1. Remarquons que si s = 0, (H) est verifiee: en 
effet, la resolution de l’equation (p+)(x) = x en la fonction inconnue T : V + 
R” verifiant I = 70 se fait par simple application du theoreme des fonc- 
tions implicites. On supposera dans la suite (H) vraie dans tous les cas od 
dim NXi < s. L’idie est, comme dans [3], d’utiliser un Cclatement de A4 le long 
de la sous-variite S pour se ramener a cette situation. 
3. Eclatement et dCsingularisation de l’action ‘p 
La fonction h nous permet de considerer la variete tclatte ni [3]. En tout 
point R, il existe un voisinage ouvert tide 2 muni de ‘coordonnees cylindriques’ 
(21, p,p,ii) ou (p,u) E Iw x W’, d ans lesquelles I’application d’tclatement I? : 
ti 3 M s’ecrit (21, ,u, p, il) H (u, 1-1, pti). On notera A? I’espace vectoriel des 
champs fondamentaux de I’action relevee 9 : R” x I@ --t & dont une base 
(&, . , vrI,, @, . . . , t$‘n-r) est obtenue en relevant les elements de la base 
de X. On notera A I’espace d’integrales premieres de k engendre par 
(gk’ = gk’ o &kG I,...,,” (j = (f, 0 E)/pdj)i=,,,,.,p_r, (oh $ est l’application 
diduite de fi par le lemme 2) et p. 
Lemme 3. Pour tout 20 E S-‘(x0) = (0) x $5-l, on a: 
(i) l’orbite de &par A? est compacte; 
(ii) (A?,A) t t es ransversalement torique en io-0; 
(iii) l’isotropie transverse de C$ en 20 coincide avec I’isotropie transverse r,, de ‘p 
en x0; 
(iv) dirnNii < s. 
Preuve. Notons SOX, = ,??1(0X,). C’est la sous-variete de ti d’equation 
St = . = g,r = p = 0. Rappelons qu’on a note O(NiXJ le fibre des rep&es de 
JG orthonormes pour la metrique definie par h, pB l’action relevee de R” dans 
ce fib& Observons aussi que &X0 n’est autre que le fibre associe a O(NsXO) de 
fibre-type la sphere unite de R”, et que $ est I’action dtduite de cp B par passage 
au fibre associe. Comme on a deja vu que les orbites de ‘pB sont compactes, il en 
est de mime de celles de (r?; d’ou le point (i). 
Comme le reseau I& est l’isotropie de cpB en tout point de O(NgXO), on ob- 
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tient par passage au quotient a partir de (r? une action effective 6 : lR”/T,,, x 
SQo -+ ,$ox, du tore T” = rW”/I”, sur la varitte ,&,. L’isotropie transverse 
dune telle action est nulle en tout point, ce qui entraine (iii). 
D’autre part, les differentielles &I, . . . , dg,., et dp Ctant liniairement inde- 
pendantes et les champs VI,. . . vr &ant lineairement independants, on a 
dimI?; 5 m - (r’ + 1) - r < s. D’oh le point (iv). 
Supposons que &I = (0, iio) ou uo E s’-‘. Le groupe G:O agit sur !5-’ et 
l’ensemble B des restrictions a s’-’ des polynomes de A? engendre fonc- 
tionnellement toutes les fonctions sur s’-’ qui sont G,,-invariantes. Si J’& 
denote l’isotropie en ii0 de l’action de G,, sur !5’-‘, on construit de man&e 
naturelle une representation du sous-groupe compact &, dans Ei: = 
n pcB kerd~(&)/~~,,(G,~ 0). Cet espace nest autre que RX: et l’image de 
cette reprbsen$$on est &,, ce qui prouve que Gi, est compact. Enfin, il reste a 
montrer que d, ’ engendre fonctionnellement les fonctions de NX: vers Iw qui 
sont G%,-invariantes. Par le thtorime de slice de Koszul, les parties principales 
transverses ur EiT en uo des fonctions de 13 singulieres en Us engendrent fonc- 
tionnellement les fonctions sur &Jzt invariantes par G,,. Or, l’ensemble des 
partie principales transverses des fonctions de f3 singulieres en ii0 coincide 
avec A?. Ceci acheve la preuve du lemme 3. q 
Soit 7 E TX,. Le lemme 3 et l’hypothese de recurrence entrainent que pour 
tout Z?O E ,? -’ (x0), il existe un voisinage ouvert iif0 de fo dans &f et une unique 
application differentiable ii0 : Tao ---f R” verifiant i(Zi.0) = TO et ii,(a) appar- 
tient a l’isotropie de @ en f pour tout f E iii-,. L’unicite locale de ii0 au voisi- 
nage de chaque point entraine alors que les applications i*, se recollent en une 
application differentiable i : ii + R”, oii L? est un voisinage de s-‘(x0) avec 
(1) 
I 
i(W(x0)) = 70; 
pour tout 2 E ti, i(i) est dans l’isotropie de (ii en f, 
l’application i &ant uniquement dtterminee par les conditions (1). 
Lemme 4. L’application i est ‘descendab1e’i.e. il existe r : IA -+ R” diflerentiable, 
avecU=B(ti)eti=7ol?. 
Preuve. Dans [3], on trouve une caracterisation des fonctions descendables que 
nous rappelons ici: une fonction >i : ni + R est descendable si et seulement si elle 
est constante sur les preimages des points par L? et si en coordonntes cylindriques 
(v, p, p, u), elle admet auxpoints de 3 : p = 0 une serie de Taylor en p de la forme 
XO(v, & u) + pxl (u, ,u, ti) + . . . + #xk(u, p, ti) + . . . oti ks Xk(V, ,u, ti) soat, pour 
u et p$xPs, polynomiales et homogenes de degrt k en les variables ii. On com- 
mence par remarquer que la fonction i’ : ii -+ R”, definie dans les bonnes co- 
ordonntes, par ~‘(v, p, p, U) = i(v, p, -p, 4) satisfait, elle aussi, aux condi- 
tions (1). Par unicite, on a done i’ = i. Ceci et le fait que i est constante sur 
ii-‘( entrainent que i est ‘ensemblistement’ descendable, c’est-i-dire qu’il 
existe une application T : U = I?@) + R” telle que i = TO i?. Remarquons 
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aussi que la fonction F(z.J, p, p, ii) est en fait, indhpendante de la variable V, car 
i(0, CL, p, ii) vkrifie aussi les conditions (1). Utilisant la base de X, on obtient une 
dtcomposition ~7%” = IF!’ x iR”-‘, de sorte que tout ClCment 7 E R” pourra 
s’krire 7 = 70 + (t, t’) avec t E R’ et t’ E R”-‘. En particulier, la fonction i 
s’kcrira: i = ~0 + (i, i’) oti i : 0 ---f IR’ et i’ : ti + R”-’ sont des applications 
differentiables. Si 7 = 70 + (t, t’) est assez voisin de 70, i.e. si (t, t’) est assez pe- 
tit, cp,(xo) sera encore dans U, et on pourra Ccrire (Pi dans les bonnes co- 
ordonnbes, au voisinage de x0. D’aprZs le lemme 1, on aura 
%=Tg+(*,44 II, u) = (u + t + 4’7 CL, u), II, PW’, u)) 
oti l’kriture ,d(fi)(t’, u) = (,f3(fi)i(t’, ~4))~~ 1, ,,,s est destinte A faire apparaitre /-L 
comme un paramktre. L’action relevte s’hcrit alors 
Et la condition (1) s’kcrit 
(2a) G, P, 4 = -4% P, 4, k PC) 
(2b) p(fi)(i’(p, p, ti), pu) = pf. 
Une premikre remarque est que si l’orbite c3,, est maximale, i.e. si r = n, on a 
7 = 70 + t et (2a) se rekcrit: i(p, p, U) = -a(p, pi). Sur cette Ccriture, on voit 
que i est ensemblistement descendable n une application t : U + R’ telle que 
t(p, u) = -cr(p, u). La differentiabilitt: de (Y entraine celle de t. L’application f 
&ant descendable, i = 70 + i I’est aussi, ce qui prouve le lemme dans ce cas. 
Supposons maintenant que (n - r) > 0. L’kquation (2a) montre que si i’ est 
descendable, il en sera de m&me pour i, done de i. 11 nous reste done A prouver 
que i’ est descendable. Pour cela, on kcrit la sttrie de Taylor en p de iI aux points 
de 3, Comme h est une intigrable premihe de cp, on a fi(fi)(t’, 0) = 0, ceci im- 
plique que cette skrie n’a pas de terme constant. Ecrivant que i’ = 
ptl’(p,ii) + . + &t(p, n) + . . .) diveloppant en strie de Taylor en p les deux 
membres de (2b) et identifiant les termes en p2, il vient: 
(3) 2 g (o,o)(t;,J) = -fg mw42~. 
En utilisant le fait que 
a2 P’P”‘(O, O)/dt”dZ4 = (3wi”yp, O)/&, . , dwi’yp, 0)/&4) 
et en faisant p = 0 dans l’hquation (3), celle-ci se rekcrit comme l’kquation ma- 
tricielle suivante: 
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oh on a pose t{(p,U) = (t~(~,U)l, . . . t~(p,U)n-r). 
Remarquons d’autre part que les champs de vecteurs form&s par les vecteurs 
colonnes de la premiere matrice (notons la M(u)), i.e. les champs de vecteurs 
(Cf=, (C”,=, aWj”‘/a~~(O,O)(~~))a/au~)~_,,,,,,,_,, forment une base de 
l’algebre de Lie de G,, qui est l’algebre de Lie d’un tore de dimension (n - r). I1 
existe done un ouvert dense D dans S”- ’ sur lequel M(6) est de rang (n - r). 
D’autre part, on peut supposer, quitte a changer de coordonnies sur NXi’, que 
u=(x,y,z)=(x’,yr ,..., xP,yP,z’,..., ~4) avec, pour tout j=l,..., n-r, 
c;=, cc”,=, aWj”‘/aub(o,O)(Ub))d/dui = c;=, njk(xkd/8yk -ykd/dxk) ou 
nf E Z. Tout determinant (n - Y) x (n - Y) de M(ii) est alors un polynome 
homogene de degre (n - r), Cventuellement nul, de la forme A(G) = 
K a1 a2 . . a,_, oti K E Z et ffk = Xk ou yk. Si U E D, la matrice M(u) est de 
rang (n - r): il existe done un determinant (n - r) x (n - r) non nul et on aura 
alors: pour tout u E D, pour tout i = 1,. . , n - Y, t,l(O, ii)’ = Pi(U)/A(U) = 
Pi(U)/(K f2l CX2 ’ ’ . a,, _r) oii Pi est un polynome homogdne en ti de degre 
(n - r + 1) et K # 0. Sur cette expression, on voit que tl(O, U) i est une fonction 
homogene de degre 1. Mais ti(O, u)’ est une fonction differentiable, et done le 
polynome Pi(U) est necessairement divisible par or CQ . . . an _ I c’est-a-dire que 
t{(O, U) i est un polynome homoglne de degre 1 en ti. Observons maintenant que 
I’argument reste valable pour p voisin de 0. Done t[(p, U) est un polynome ho- 
mogene de degre 1 en U. Pour achever, on pro&de par recurrence sur k: si I’on 
suppose demontre que, pour i = 1,. . , k, les t( sont des polynomes homogenes 
de degre i en U pour p fix& alors I’etude des termes de degre (k + 1) en p dans 
(2b) donne: 
(k + l)! y,:“,:“’ (O,O)(t~+,(/Q.i),U) = (Ppqii),. ..,P,‘“‘(U)) 
OG p!p) 
I est un polynome homogene de degre (k + 1) en ti. Le meme argument 
que ci-dessus prouve que t;+ ,(p, li)’ est polynomial et homogene de degre 
(k + 1) en u pour p fix& i’ est done descendable aussi dans le cas ou (n - r) > 0. 
D’ou le lemme 4. q 
Comme l? o gr = ‘pt o ,? pour tout t de R”, on a T(XO) = TO et r(x) est dans 
l’isotropie de cp en x pour tout x E U, i.e. r verifie (H). De plus, une telle ap- 
plication est unique, car elle se releve en i : 0 4 R” verifiant les conditions (1). 
L’assertion (H) est done demontree dans le cas oh dim NX: = s et le theoreme 2 
aussi par la meme occasion. 
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